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OZET

Bu calisma, Ikili Tekrarh Dizilerin temel tanim ve teoremlerini ele almak amaciyla hazirlanmistir. Sirasiyla; Leonardo Fibonacci’nin yasam
hayati, tavsan problemleri, Fibonacci ve Lucas sayilarinin rekirans bagintisi ve Binet formiulleri, Fibonacci ve Lucas 6zdeslikleri, F,, ve L,

‘deki basamak sayisi ve ilgili teoremleri anlatiimistir.

Tavsan Problemleri

““Dort yani duvarlarla gevrili bir yere bir ¢ift tavsan konmustur. Her c¢ift tavsanin bir ay icinde
yeni bir cift tavsan yavruladigi, her yeni ciftin de erginlesmesi ve Ureyebilmesi icin bir ay
gectigi ve de tavsanlarin 6lmedigi varsayilarak, 100 ay sonunda dort duvarin arasinda kag ¢ift
tavsan olur?” Bu sekilde dusinulduginde tavsan ciftleri sayisi aylara gore su siralamayi
kaydetmektedir : 1,1,2,3,5,8,13,21,...Goruldigu uzere ilk iki sayi harig, her sa¥| kendisinden
once gelen iki sayinin toplamina es gelmektedir. Tavsanlar asagida verilen grafikteki gibi artis
gostermektedir.
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Ardisik iki Fibonacci sayisinin oraninin limiti bize altin orani verir. lim i 1+\/g’dir.
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Dogada Fibonacci Dizisi

Fibonacci saYllarlna dogada sik rastlamaktayiz. Bu sayilar bitki yapraklari, bitki tohumlari,

cicek yapraklari ve kozalaklarda sikca karsimiza ¢cikmaktadir. Ayrica bu sayilara DaVinci’nin
resimlerinde, Pascal ve Binom Ucgeninde, Mimar Sinan’in eserlerinde de rastlanmaktadir.

/"Cam kozalag) tizerindeki taneler N\
kozalagin altindaki sabit bir noktadan
kozalagin tepesindeki baska sabit bir
noktaya dogru spiraller olusturarak
cikarlar. iste bu taneler soldan saga ve
sagdan sola sayildiginda c¢ikan sayilar,
Qibonacci dizisinin ardisik terimleridir

ﬁgrelti yapraklarin dizilisindeki \

Fibonacci dizisi ise, bitkinin glinesten

ve havadaki karbondioksitten

maximum diizeyde faydalanmasini

saglayarak, optimum diizeyde
Q)tosentez yapmasina olanak verir. /

ikili Tekrarlayan Diziler

Tanim : Bir dizide bir terim kendinden onceki terimler araciligiyla hesaplaniyorsa, bu diziye
rektrans (tekrarlama, indirgeme) dizisi denir. Bu terimi hesaplarken kullanilan bagintiya ise
rekirans bagintisi denir.

Tanim:Vn > k, sabita; (0 < j < k — 1) ve ay # 0 katsayilariicin, u,—ax_1uy_q +
A—2Un—p + -+ + AQqUp_1q + AUy _i Esitligini saglayan (u,,) dizisine k.dereceden
homojenzlineer reklrans dizi denir. Buradaki esitlige ise k. dereceden lineer homojen
reklrans baginti denir. Bu dizinin ug, U4, ..., Ux_7 biciminde olan ilk k terimine (u,,) dizisinin
baslangic kosullari denir.

Tanim : A bir n X n matrisi, | birim matris ve c bir sayi olmak tizere det(cl — A)’nin
acilimindan elde edilen c degiskenli polinoma karakteristik polinom denmektedir. a;#0
oldugunu varsayalim (eger degilse (u,),>o dizisi k' dan kiguk bir dogrusal yinelemeyi

karsilar). Eger a4 ... ... ... ay € Zve Ugy.....Ug_1 € Zise V n20icin n Uzelginde t[];;nevarlm
yoluyla u,, i¢in bir tamsayi oldugunu elde ederiz. Polinom fEX) =Xf—a X 1—wi—qc
C[Xfolur. Karakteristik polinom (u,,),>o olarak adlandirilr.

Ikili Tekrarlayan Dizi Ornekleri

Fibonacci Dizisi: V.n = 0icin Fy = 0,F, = 1ve F,,, = F,,;1 + F, ile seklinde tanimlanan
{E, }5—p dizisine Fibonacci dizisi denmektedir. Bu esitlik sabit katsayili 2.mertebeden bir
lineer fark denklemidir. (F,,),,>o Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi;

fX)=X-X-1=X-a)X—p)

Burada karakteristik denkleme ait kokler ise sirasiyla a = (1 + \/g)/Z vefi= (1 — \/g)/Z dir.

n_pn
E, = a_—F olup buna Fibonacci sayisinin n.terimi icin Binet Formulu denir. Fibonacci
. : : 1 :
dizisinin Uretec fonksiyonu ise X - F, X™ = — 5 dir.

Lucas Dizisi:V n = 0 ve Ly = 2, L, =1 baglangig kOfuIIarl ile Lyyp =Lytq + L, seklinde
tanimlanan (L, )0 dizisi bir Fibonacci dizisiyle alakali ise bu dlziyertucas 1zisi denir. Bu dizi
Fibonacci dizisiyle ayni karakteristik denkleme sahiptir.

Lucas sayilarina gi_t)pinet formiilt L,, = a™ + ™ dir. Lucas dizisinin iretec fonksiyonu ise

Z%ozo Lan = m’dir.

Fibonacci ve Lucas Ozdeslikleri
TEOREM: YF, = F,,, — 1
TEOREM: Zrll FZi—l = F2n

TEOREM: F,_; F, .1 — E? = (—1)™ Cassini’nin formiiliiniin sonucu olarak ardisik iki
fibonacci sayisi asaldir. Yani Vn = 0 icin (F,,4¢, F,,) = 1'dir.

TEOREM: E2 + F%., =F . IIk n Fibonacci sayisinin kareleri toplami hakkinda ne
séyleyebilir’ig? Bir model a%gly?hm; Fl} + Ff =2 =F,F;

Ornegin: Bunun sonucunun giizel bir geometrik yorumlamasi vardir. F; X F; ve F, XF
boyutundgki karelerin alanlari toplami F, X F; seklindeki dikdortgenin aIanln% esittir. ,&ynl
§ekilde,Ff5+F2+F32 —1+1+4=6=23=FF, veF? + Ff +FZ+Ff=1+1+

449 = = 3.5 = F,Fs. Bu sonuglarda asagida gosterildigi gibi geometrik olarak benzer
sekilde yorumlanabilir.
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TEOREM: Y} F? = E, Fy 4

TEOREM: ABC; AC=F Fj .3 , BC=2F}. 1 F} 1, ve AB=F, 3 ile Gi¢gen olustursun. O zaman
ABC, C’de dik acili bir Pflggéor Uggenklallr. 2 2lets

Bir sonraki ornek L, = F,,_; + F,, 1 0zdesliginin iyi bir 6rnegidir.

ORNEK:Oyle ki a,, = F,,,, olup n-bitlik kelimeler ardisik iki 1 icermez. Bitleri dogrusal
olarak duzenlemek yerine, onlari bir daire etrafina iki bitisik bit 1 olmayacak sekilde
diizenledigimizi varsayalim. V n = 2 icin b, bu tir dizenlemelerin sayisini géstersin.
Boylece b, n-bitlik kelimelerin sayisini su sekilde ifade eder:

| n | istenen tipin n-bit kelimeleri

1)Higbir bitisik bit 1 degildir. 00, 01,10 3
000, 001, 010, 100 4
0000, 0001, 0010, 0100, 1000, 0101, 1010 7
Z)Ke]ime 1ile bagllyorsa 1 ile bitemez 00000, 00001, 00010, 00100, 01000, 10000, 01010, 01001, 11
10010, 00101 l
Ly

Bunu belirlemek icin, sozcugiin 0 ile bittigini Varsa¥allm. Kriterleri karsilayan

a,_q1 = F,4 iKilisi vardir. Diger taraftan n.bitin 1 oldugunu varsayalim. O halde (n-1) ve

1.bit 1 olamaz. Sirasiyla 1.bit$0), ......... ,n-1.bit$0),n.bit 1)olsun. Kalan n-3 bit, istenen

tipte a,,_3 = F,,_1 kelimeleri olusturmak igin kullanilabilir. Bu sebeble ¥ n = 2 i¢in
n=0n-1 1t an-3 = Fpy1 + Fo1 = Ly,

F, VE L,, ‘DEKi BASAMAK SAYISI

Binet formulu F, ve L, ’deki basamak sayisini 6nceden belirlemek i¢in basariyla kullanilabilir.

an B n B n
Bunu E,, yazarak gosterebiliriz. F;,, = NG [1 — (—) ], |B] < | al,n— oo iken (—) — 0. Bu
. - o 5 a a
nedenle n yeterince biylik oldugunda,

E, = 3—; olup logF, = nloga — (log5)/2'dir. F,’deki basamak sayisi; F,, = 1 +
karakteristik logF, = [log E,] = [nloga — (log5)/2]=|n[log(1 + V5) — log2]| —
(log5)/2]dir.

Ornegin F;,’daki basamak sayisi su sekilde verilir. :JBO[log(l + \/52 — logZ] —
lﬁ 5)/d2T = [5.92014420533] = 6 'dir. F3, = 832,040 ‘in gercekten alti rakam icerdigine
ikkat edin.

L, = a™ + b™ oldugundan, yeterince biliylk n icin L, = a" bodylece L, = nloga olur.
L, 'deki basamak sayisi;|logL,] =[nloga] = [n(log(l + \/E) — log2)].Ornegin, Liq =
[39 log(l + \/E) — logZ)] = 9 basamak igerir ayni sekilde Lgo = 50(10g(81 + 53 —
0g2)| = 11 basamak igerir

TEOREM:(Catalan,1879) Vn = k icin k bir pozitif tamsayi olmak lzere
FoyxbFn_k — Fn2 — (_1)n+k+1Fk2
TEOREM: Pozitif bir tamsayi, yalnizca 5n? + 20 mikemmel bir kare ise Lucas sayisidir.

TEOREM: k = 1 ve j herhangi bir tamsayi olsun.

( .
Frii+j—(—D*Fpiq j—Fj—(=1)JFy_; eser i < k
nop Li—(—DF—1 5erJ
i=0 kl+]_ Fnk+k+._(_1)kF _F+(_1)kF
] nk+j=Lj j—k .
k L (_DF1 aksi halde
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